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Φi
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«kªW¥°£s£s©,¢ ¨�¦

Φi(x) =
∑

j

R0(i, j)ϕj(x),

¨Z¢�®�£s¤�©�ÄK¢K¨7²H¨7¹7¹7ªW©,¹�¨�£W©%¦�¨ZªW©�®S©,ÄK¢�©%®�¨7¦
Θi = supp(Φi)

¾ «k¤�©,ªW©
supp(Φi)

ªs©,µI©,ª(¦k£W�£s¤K©
¦s³�§�§�7ªs£�7µ

Φi

ÁxÀ / © ®S©,ÄK¢�©�Æ
H0 = maxj=1,...,n0

diam(Θj)
Æ�¨Z¢�®

δ0
¥¯¦�£s¤�©Ñ¨7·�7³�¢�£�Zµ
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V0 ⊂ Vh
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{Θi, i = 1, . . . , n0}
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{Φi, i = 1, . . . , n0}
¨�¦s©�£�7µE½K¨7¦s¥¯¦

µI³�¢K¬�£s¥|7¢K¦k£s¤K¨Z£m¦s¨Z£s¥¯¦UµI¶
supp(Φi) = Θi

À
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¨Z¹�¹7ªW©,¹�¨�£s©F¦j¬,7ªsÅ

ªW©%¦s§��¢K®S¥|¢�¹�£W�£W¤�©�½��³�¢K®�¨7ªs¶ ¢K=®�©%¦ À�Ã ¤��¦s©�¨Z¹7¹�ªs©%¹�¨Z£s©%¦m¨Z¢K®�£s¤�©%¥´ª
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½�7³�¢K®K¨ZªW¶�¢K=®�©%¦/¬,¨7¢�½�©�©%²´¥|·�¥´¢�¨�£s©F® µIªW7·Ô²|¥´¢K©%¨Zª/¦s¶=¦l£s©%· ¾ Ò À Ò Á
½�©�µI7ªW©/¥°£(¦Q¦s7²|³S£s¥|7¢ À

�*©,£
ω
½�©�£s¤�©Q¦s©�£�7µ�¨7¹7¹7ªW©,¹�¨�£W©%¦N¬,7ªWªs©F¦l§�7¢�®S¥´¢K¹m£W�¥|¢�£s©%ªs¢K¨7²S¢�S®S©%¦%Æ7¨7¢K®

γ
½�©�£s¤K©Q¦l©,£37µ

¨Z¹�¹7ªW©,¹�¨�£s©F¦E¬��¢K¦l£sªW³K¬x£W©%®�½=¶�¨7¹7¹�ªs©%¹�¨�£W¥´¢K¹
½��³�¢K®�¨7ªs¶&¢�S®S©F¦ À
� 7ª�©%¨�¬(¤
i ∈ γ

Æ=«#©/¥´¢�£sªWS®S³K¬,©
¨Z¢�¨7®K®S¥°£W¥´�¢K¨Z²�µI³K¢K¬x£W¥´�¢

Φi ∈ Vh
ÆK¦l�£s¤�¨�£ ∑

i∈ω∪γ Φi(x) = 1, ∀x ∈ Ω
À
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H
C2

.0!<%
C3

"*� +1,�.�+�H�Q�0)
';.(A;, .G=G=()C'Z= .�+7'

Θi, i ∈ ω ∪ γ
H 3�' ,�.�2�'�

. ^ diam(Θi) ≤ C1H0 �	 ^ +-,�'��I' 	;'"[=0M�' D�';.�"$MO)C' |Θi|
�SQ

Θi

"*.�+4#L" Y '"
|Θi| ≤ C2H

d
0

# Q
i ∈ ω

H .�!�%
|Θi| ≤

C3H
d−1
0 δ0

# Q
i ∈ γ �A ^ +-,�'/��2�')$68.;: .�D���! = +-,�'/.*=V=0)C'Z= .�+7'$"\#L"��SQE��)C%`') δ0 ^¼EªW7§�©,ªs£U¶ ¿ ¦l£W¨Z£s©%¦m£s¤�¨�£/£s¤�©�¨Z¹�¹7ªW©,¹�¨�£s©F¦k¤K¨b±�©�®S¥¯¨Z·�©�£W©,ª�Zµ�¬,7·�§K¨7ªW¨7½�²´©�¦l¥|»,©

H0
¨7¢K®

¨ZªW©�¦l¤K¨7§�©,ÅzªW©,¹�³�²¯¨Zª À*Ã ¤�©#µI7²|²´�«k¥|¢�¹m¼jªs�§�©%ªl£U¶�Òmªs©FÐ�³�¥´ªW©%¦H¨�¬�©,ªs£W¨7¥´¢�ªs©%¹7³�²¯¨ZªW¥´£U¶��¢.£W¤�©k¬��¨7ªW¦s©
¦s§K¨7¬,©�½�¨7¦s¥|¦#µI³�¢�¬x£s¥|7¢

Φi

À
� ������� ��������	 ¬��¨7ªW¦s©�¦s§K¨7¬,©�� � _ ,�'*)C' '��`#L";+�"/. A;��!�"$+Z.0!�+ C > 0

"$M�AU, +-,�.0+�+1,�'�	;.�"$#L"
Q;MO!<A*+4#&��!�"

{Φi}, i ∈ ω ∪ γ
�SQ +1,�'EA;�V.�);"*'\"4:�.(A;'�"*.�+4#L"1Q �

. ^ ‖Φi‖
2
L∞(Ω) ≤ C �

	 ^ ‖∇Φi‖
2
L∞(Ω) ≤ C/δ2

0 �A ^ ∑

i∈ω∪γ Φi(x) = 1, ∀x ∈ Ω̄ �¼EªW7§�©,ªs£s¥|©%¦mÒ À ¨&¨7¢K®ÑÒ À ½ ªW©%Ð�³�¥|ªs©.¨&¬,©,ªs£W¨Z¥|¢ §�7¥|¢�£sÅz«k¥¯¦s©
ªs©%¹7³�²¯¨ZªW¥°£U¶�Æ�«k¤�¥|²´©�§�ªs�§�©%ªl£U¶�Ò À ¬
¦l£W¨�£W©%¦Q£s¤K¨Z£Q£s¤�©

{Φi}
µI7ªW·�¦�¨�§K¨Zªs£s¥´£s¥|7¢ 7µ3£s¤�©.³K¢�¥°£U¶�7¢�£W¤�©�©%¢�£s¥|ªs©.®S�·&¨Z¥|¢ ¾ ±7©%ªs¥´ÄK©F®�½=¶

¬��¢K¦l£sªW³K¬x£W¥´�¢ ÁxÀ
� ªW7·¸§�ªs�§�©%ªl£U¶�Ò�¥´£Q©%¨�¦l¥|²|¶�µI7²|²´�«Q¦#£W¤K¨�£

|Φi|
2
H1(Ω) ≤ C

Hd−1
0

δ0

¾ %�À´¿bÁ

||Φi||
2
L2(Ω) ≤ CHd

0 .
¾ %�À Ò Á

� ��������������� !���!P57!<'Z=`.0+�#12�' Q;MO!�A+4#&��!
Φi

HE3I,O#&AU, #L" A;��!�"$+7.�!P+ #1! +-,�' #1!P+Z'*)$#&��) �[Q
Θi

.�!�%J%`';A)C';.�"'"@+7� BV')C� 3T#1+-,
‖∇Φi‖L∞(Ω) ≤ 1/δ0

#1!�. 68. �(') �SQ@3T#&%�+-,
δ0
H ".0+�#L" Y '$"

:<)U�U:�')$+ ��� ^�� !�:�.�)$+4#&AMO6 .�);H]+1,�'�!���!P5Z";D��V��+-,�';%@A;.�"'�%`' Y !<';%
	 �N'��*M�.�+4#&��! �"! ^$#&% H�%(' Y !�'$"F."*'+]�SQ Q;MO!�A+4#&��!�"
{Φi}

3I,>#&A;,N"*.�+4#L" Y '" :<)C�;:�'*)$+ ��� 3T#1+-,
δ0 = h ^Í ²¯¦sKÆS²|©�£Q³K¦Q®�©�ÄK¢�©�£W¤�©
7§�©,ª(¨�£W7ª

Q0 : Vh → V0
½=¶

Q0u =
∑

i∈ω∪γ αiΦi,

αi =

{

1
|Θi|

∫

Θi

u(x)dΩ i ∈ ω

0 i ∈ γ

¾ %�À 	 Á

���������(' �&��� � QI:<)U�U:�')$+4#&'$" # .�!�%)�/.0)C'�".0+�#L" Y 'U%�HI+-,�'*!�+-,�'*)C' '��`#L"$+&"�.EA;�0!�"$+Z.0!�+ C > 0#1!<%`'Z:�'*!<%('*!�+a�SQ
H0, δ0

.�!�%
h
"$M�AU, +-,�.0+

∀uh ∈ Vh. ^ ||u − Q0u||
2
L2(Ω) ≤ CH2

0 |u|
2
H1(Ω)

H
	 ^ |Q0u|

2
H1(Ω) ≤ C H0

δ0
|u|2

H1(Ω) ^� )C�V�SQ À Ø=©,©&É ¿ 1SÆ ¿ Ë%Ì À
¡r¢�£s¤�©/µI�²´²|�«k¥|¢�¹�«#©/«k¥´²|²*³K¦s©/£s¤K©�µI�²´²|�«k¥|¢�¹ �*©,·�·&¨ À
����������' �*���+�I'*+

Ωi ⊂ R
d, d = 2, 3

H 	;'F.@)C';A+7.�!>=068'F�[QE%�#&.0DF'*+7')
H
H].0!<%@68'*+

Γδi

	U'
.F"$+4)$# :W.068��!>= #1+�" 	U�0MO!<%`.�) �@�[Q 3T#&%�+-,

δ > 0 ^/_ ,�'*!�H<Q��)�.�! ��Q;MO!<A*+4#&��! u ∈ H1(Ωi)
H

‖u‖2
L2(Γδi

) ≤ Cδ2

[(

1 +
H

δ

)

|u|2H1(Ωi)
+

1

Hδ
‖u‖2

L2(Ωi)

]

.
¾ %�À %=Á

� )C�V�SQ À Ø=©,©�ÆSµI7ªk¥|¢K¦l£W¨Z¢�¬�©7Æ@É % Ì À
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��� � � ����� ' �8� � �I'+ �])C�U:�')$+4#&'" # �Z3T#1+-, H0 = H
.0!<%

δ0 = δ % .�!�% � ,��068% ^ _ ,�'!�H+-,�'*)C'E'��`#L"$+&" . A;��!�"$+Z.0!�+
C > 0

";M�A;,N+-,�.0+

κ(B′′A) ≤ C

(

1 +
H

δ

)

.

� )C�V�SQ À Ø=©,©&É ¿ ÓSÆ��N©,·�·&¨�ËFÌ À
��� � � ����� ' � ' � �I'*+�+1,�' :�)C�U:�'*)$+�#&'" # .�!�% � ,���68% ^�_ ,�'! +1,�')U'@'��`#L";+�" C > 0

"$M�AU,
+-,�.�+

κ(B′′A) ≤ C

(

1 +
H0

δ0

) (

1 +
H

δ

)

.
¾ %�À Ï�Á

� )C�V�SQ À Ø=©,©&É ¿ Ë%Ì À
Ã ¤�©%7ªW©,· %KÀ % ¦l£W¨�£W©%¦m£s¤K¨Z£%Æ�µI7ª/¨&¹�¥´±�©,¢�®S©F¬��·�§��¦s¥´£s¥|7¢ ¥|¢�£W�¦s³�½�®S7·&¨Z¥|¢K¦%Æ�£s¤�©�¬��¢K®S¥´Å
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Ã ¤�©%7ªW©,· %�À % ¥|¦j¢�Z£sÅz�§S£s¥|·&¨Z²zÆ�¨7¦j¥´¢�£W¤�©�¬%¨7¦s©

H = H0, δ = δ0
£s¤�©�½��³�¢K®�¥|¢&£s¤�©�¬�7¢�®S¥°£W¥´�¢

¢=³�·�½�©,ªkªW©%¨�®�¦

κ(B′′A) ≤ C

(

1 +
H

δ

)n

,
¾ %�À 1 Á

«k¥´£s¤
n = 2

Æ�«k¤�¥´²|© Ã ¤K©,7ªW©,· %KÀ 	Ñ¦l£W¨Z£s©%¦�£s¤�¨�£ ¾8%KÀ 1 Á ¤�7²¯®�¦.«k¥´£s¤
n = 1

ÀÇÃ ¤K©�µI7²|²|�«k¥´¢�¹
Ã ¤�©%7ªW©,·�ÆS«k¤�¥¯¬(¤�¥¯¦�£s¤K©
·�¨7¥´¢�ªW©%¦s³�²°£k7µ5£W¤�¥|¦Q§K¨Z§�©,ªFÆ�¨7®�®�ªs©F¦s¦s©%¦�£s¤K¥|¦k§Kªs�½�²´©%· À

��� � � ����� ' ��� 	 ¨Z¹7¹�ªs©%¹�¨Z£s¥|7¢�¬,�¨Zª(¦s©�¦s§K¨�¬�©�� � � '*+T:�)C�U:�')$+4#&'" # .0!<% �X,��068% ^ _ ,�'!�HQ��) +1,�'@.`%(%�#1+4#12�' +�3��05768'2�'*6 ��2�')$6 .U:(:�#1! =J?�AU,O3�.�)CB D�'+-,��V%�H 3I,�'*! +-,�' ��2�')$6 .U:�#L"�MO!�# Q��)$D
�SQ 3T#&%0+1,

O(δ)
H
δ0 = δ

H�';.(A;,X.G=G=()C'Z=`.0+Z'�#L"�A;��D�:<68'*+Z'*6�� A;��!P+Z.0#1!<';%�#1!J��!�6 � ��!<'\"$M 	U%`��D�.�#1!�H
H ≥ H0

H .0!<%
V0 = span{Φi}

H�+-,�'*)C'�'��(#L"$+
C > 0, C0 > 0

#1!�%('7:�'*!<%`'!P+ �[Q
h, δ, H, H0

H
"$M�AU, +1,�.�+

κ(B′′A) ≤ C
H

δ

(

1 + C0
H0

H

)

.
¾ %�À Ë Á

� )C�V�SQ À Ùm©,ÄK¢�©
Ih : V → Vh

¦l³K¬(¤�£s¤�¨�£

Ih(u) =

n
∑

i=1

u(xi)ϕi,

«k¤�©%ªs©
ϕi
¥¯¦�¨Ç¹7©%¢�©,ªW¥¯¬&½K¨7¦s¥¯¦.µI³�¢�¬x£s¥|7¢ ZµQ£W¤�©�·�©F¦l¤NÆj¨Z¢K®Ê£s¤�©

xi �
¦�¨7ªs©�£s¤�©�·�©%¦s¤ ¢�S®�¨Z²

§�7¥|¢�£(¦ À
�*©,£

ωi = {j ∈ ω ∪ γ | supp(Φj) ⊆ Ωi}
À �*©,£

Vi = H1
0 (Ωi) ∩ Vh, i = 1, . . . , M

À.Í
µI³�¢K¬�£s¥|7¢

u ∈ Vh
¬,¨Z¢�½�©.®S©%¬,7·�§��¦l©F®�¨�¦

u = u0 +
∑M

i=1 ui
ÆK«k¥°£W¤

u0 = Q0u, ui =
∑

j∈ωi

Ih (Φj (u − αj)) , i = 1, . . . , M,

«k¥´£s¤
Q0
®S©,ÄK¢�©%®�¨7¦�¥|¢ ¾ %�À 	 Á Æ�«k¤�©%ªs©

u0 =
∑

i∈ω∪γ

Φiαi =

M
∑

i=1

∑

j∈ωi

Φjαj +
∑

i∈γ

Φiαi,
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Ã ¤�¥¯¦k¥¯¦k¨�§Kªs�§�©%ªQ®S©%¬,7·�§��¦l¥´£s¥|7¢NÆ�¦l¥|¢K¬�©

M
∑

i=0

ui =
∑

j∈ω∪γ

Φjαj +

M
∑

i=1

∑

j∈ωi

Ih (Φju − Φjαj)

=

M
∑

i=1

∑

j∈ωi

{Φjαj + Φju − Φjαj}

=
∑

j

Φju = u,

¦s¥´¢K¬,© ∑

i Φi(x) = 1
Æ
∀x ∈ Ω̄

ÆS�«k¥|¢�¹
£W�§Kªs�§�©%ªl£U¶�Ò.¨7¢K®
ui ∈ Vi

À Ùm©,ÄK¢�©
Ψi =

∑

j∈ωi
Φj

À
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Ψi
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